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Se formulo´ un modelo anal´ıtico que permitio´ estimar el tiempo de iluminacio´n solar sobre la Tierra para
cualquier fecha del an˜o y cualquier latitud, el modelo tomo´ la oblicuidad de la ecl´ıptica constante, los rayos de
luz paralelos, la Tierra esfe´rica y el movimiento de la Tierra circular uniforme, tambie´n mostro´ un contexto
de la astronomı´a para ensen˜ar f´ısica ba´sica. Se relaciono´ el movimiento de la Tierra alrededor del Sol con el
movimiento del plano de luz proyectado sobre la Tierra, luego se dedujo la zona iluminada para una latitud
dada y se calculo´ el tiempo de iluminacio´n mediante el movimiento circular uniforme de rotacio´n terrestre.
El modelo se confronto´ con resultados nume´ricos de la Geoscience Australia Agency hallando como error
porcentual ma´ximo 1, 6%, el cual se atribuyo´ principalmente a la discrepancia entre la trayectoria real el´ıptica
y la trayectoria circular tomada en este modelo. As´ı, sin hacer uso de la trigonometr´ıa esfe´rica se obtuvo un
modelo anal´ıtico que explica de manera muy aproximada el tiempo de iluminacio´n solar en cualquier e´poca
del an˜o y para cualquier latitud, el modelo brinda un contexto aute´ntico para estudiar algunos aspectos de la
f´ısica ba´sica.
Palavras-chave: modelo, astronomı´a, ensen˜anza de la f´ısica, me´todos de ensen˜anza.
We proposed an analytical model for the calculus of illumination time of the Earth for any time of year
and any latitude, this model assumes the obliquity of the ecliptic as constant, the light beams as parallels, the
Earth as spherical, the movement of translation of Earth as uniform circular, also this model showed a context
of the astronomy whereby the teachers can teach the basic physics.It was built through a relationship between
the movement of translation and of rotation of the wave front light, then we found the of illumination zone on
the Earth and the illumination time is estimated in a particular latitude with the uniform circular movement
of Earth. Present model was confronted with the numerical results of the Geoscience Australia Agency and it
is found a maxim perceptual error of 1, 6%, this value was assigned primarily to the difference between the
circular trajectory, in this model, and the elliptical trajectory that is the real. Without the use of spherical
trigonometry was obtained an analytical model that estimates very close the solar illumination time at any
time of year and any latitude on earth, the model provides an authentic context for studying basic aspects of
physics.
Keywords: model, astronomy, physics education, teaching methods.
1. Introduccio´n
Recientes investigaciones en ensen˜anza de la f´ısica
han venido mostrando que la astronomı´a trae consi-
go contextos aute´nticos de alta motivacio´n en los es-
tudiantes que han permitido desarrollar diversos con-
tenidos f´ısicos a diferentes niveles de formacio´n, tales
contextos abarcan to´picos como la Tierra, la escala del
sistema solar, la determinacio´n de distancias a los pla-
netas y a las estrellas, la ley de Hubble, la ley de Wien
y las curvas de rotacio´n en galaxias espirales, entre
otros [1–11]. As´ı mismo, estos contextos han permiti-
do introducir contenidos f´ısicos tales como dina´mica,
cinema´tica y o´ptica. En [2] se muestra la experiencia
de buscar planetas extrasolares a trave´s de la adquisi-
cio´n de datos propios mediante el control remoto de un
telescopio disen˜ado para tal fin; en [3] se expone un es-
tudio que revela algunas ideas erro´neas sobre la trayec-
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toria de los planetas alrededor del sol; en [4,5] se estu-
dia el movimiento planetario a trave´s de experimentos
virtuales con base en argumentos f´ısicos elementales e
intuitivos que permiten desarrollar discusio´n sobre la
ley de gravitacio´n, la tercera ley de Kepler y me´todos
nume´ricos de implementacio´n simple; en [7] se estu-
dian curvas de rotacio´n en galaxias espirales ;en [8] se
muestra como obtener la excentricidad de la o´rbita te-
rrestre usando, principalmente, las leyes de Kepler y
un instrumento de observacio´n sencillo; en [9] se repa-
san algunos me´todos geome´tricos mediante los cuales
se estima las distancias Tierra-Luna y Tierra-Sol, as´ı
como los dia´metros del Sol y la Luna en relacio´n al
radio de la Tierra; en [10] se aprovecha el contexto de
la ley de Hubble para promover la habilidad de la in-
terpretacio´n conceptual en gra´ficas de velocidad contra
distancia y en [11] se muestra como una presentacio´n
desde la estad´ıstica de fotones de la ley de radiacio´n
de cuerpo negro es ma´s eficaz, desde el punto de vista
pedago´gico, que el tratamiento tradicional que se hace
generalmente en los libros de texto.
Dentro del contexto anterior, este trabajo muestra
como el feno´meno cotidiano del d´ıa y la noche puede
usarse para estudiar aspectos ba´sicos de f´ısica como
factores de conversio´n, movimiento circular uniforme
(MCU) y o´ptica de rayos. El problema concreto de
estudio consiste en responder la pregunta: ¿es posi-
ble estimar mediante un modelo anal´ıtico basado en
conceptos f´ısicos elementales el tiempo de iluminacio´n
solar sobre la Tierra para cualquier fecha del an˜o y
en cualquier latitud? Para responder esta pregunta se
desarrolla un modelo anal´ıtico que deja de lado algu-
nos hechos astrof´ısicos que no son relevantes durante
el transcurso de pocos an˜os, as´ı las caracter´ısticas del
modelo son la siguientes: toma en cuenta la correccio´n
esta´ndar de la refraccio´n de la luz por la atmo´sfera y el
tiempo diario de iluminacio´n debido al movimiento de
traslacio´n de la Tierra alrededor del Sol; desprecia los
efectos tanto de precesio´n como de nutacio´n; considera
la Tierra completamente esfe´rica; asume el movimien-
to de traslacio´n como un MCU y toma los rayos de luz
solar paralelos.
Para la formulacio´n del modelo se establece el siste-
ma de referencia inercial con uno de sus ejes paralelo
al eje de rotacio´n de la Tierra (considerado esta´tico
respecto a las estrellas fijas) y los dema´s ejes tambie´n
anclados a estrellas fijas. Ahora, se establece un v´ınculo
entre el MCU de la Tierra alrededor del Sol y el mo-
vimiento del frente de onda plano de luz solar el cual
gira sobre la esfera terrestre, luego se delimita la zona
de la Tierra iluminada en cualquier fecha del an˜o a una
latitud arbitraria y se aplican conceptos de cinema´tica
del MCU de rotacio´n de la Tierra para calcular el tiem-
po que un punto terrestre estar´ıa iluminado. Mediante
las ecuaciones obtenidas es posible conocer de mane-
ra muy aproximada el tiempo de iluminacio´n para una
fecha particular del an˜o en todo el mundo, conocer la
fecha de ocurrencia del Sol de media noche para cual-
quier latitud y mostrar diagramas de simetr´ıa u´tiles a
la hora de interpretar hechos f´ısicos mediante la lectura
de gra´ficos.
El modelo permite realizar ana´lisis gra´fico del tiem-
po de iluminacio´n durante un an˜o para una latitud
determinada, estas gra´ficas permiten realizar una con-
frontacio´n sencilla del modelo con resultados nume´ri-
cos obtenidos de simulaciones que toman en cuenta los
efectos de otros feno´menos astrof´ısicos en particular de
la trayectoria el´ıptica de la Tierra, al confrontar el mo-
delo con los resultados arrojados en el simulador de la
Geoscience Australia Agency se halla un error porcen-
tual ma´ximo en la gra´fica mencionada muy cercano a
1, 6% error que se atribuye fundamentalmente, y de
acuerdo con la tercera ley de Kepler, a la diferencia
entre las trayectorias el´ıptica y circular.
Este trabajo muestra, sin hacer uso de la trigonome-
tr´ıa esfe´rica, una manera de pensar f´ısicamente sobre
el hecho cotidiano de la noche y el d´ıa, a trave´s de un
modelo anal´ıtico basado fundamentalmente en MCU
que a trave´s de sus resultados permite explicar de ma-
nera muy aproximada el tiempo de iluminacio´n solar
en cualquier e´poca del an˜o y para cualquier latitud, el
modelo deja un escenario cautivante dentro de la as-
tronomı´a para estudiar algunos aspectos ba´sicos de la
f´ısica como el MCU y la o´ptica de rayos paralelos.
Este art´ıculo esta´ organizado de manera siguiente:
en la seccio´n (2) se deduce el tiempo de iluminacio´n
terrestre de acuerdo con lo planteado anteriormente,
en la seccio´n (3) se hacen correcciones por traslacio´n y
refraccio´n, en la seccio´n (4) se comparan los resultados
del modelo con resultados nume´ricos, en la seccio´n (5)
se proponen algunas estrategias dida´cticas para poner
en pra´ctica los resultados de este modelo y en la seccio´n
(6) se muestran las conclusiones.
2. Tiempo de iluminacio´n solar so-
bre la Tierra
Se sabe que debido a la rotacio´n de la Tierra sobre su
propio eje esta no posee una geometr´ıa que corresponda
por completo a una esfera sino ma´s bien a un elipsoide
[12–14].Debido a la geometr´ıa elipsoidal de la Tierra y
a la interaccio´n gravitacional con la Luna, el Sol y los
dema´s cuerpo celestes que componen el sistema solar
el movimiento de traslacio´n y rotacio´n terrestre varia
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respecto a lo que se espera del estudio de un sistema
Sol- Tierra completamente aislado. Sin embargo, estos
efectos no se toman en cuenta en este trabajo debido a
que sus efectos son despreciables durante el transcurso
de un an˜o [13,15].
A lo anterior se an˜ade que la luz solar se toma con
la aproximacio´n de rayos paralelos, esto a causa de que
observaciones bien establecidas muestran una desvia-
cio´n del paralelismo de aproximadamente 0, 5o,que es














Figura 1: Corte meridional de la Tierra paralelo a los
rayos de luz provenientes del Sol para el solsticio de
invierno en el hemisferio norte.
En la Fig.1 se muestra un corte meridional de la
Tierra paralelo a los rayos de luz provenientes del Sol
para el solsticio de invierno en el hemisferio norte, se
observa que el a´ngulo ǫ formado entre el plano M del
frente de onda de la luz solar y el eje de rotacio´n de
la Tierra L es la oblicuidad de la ecl´ıptica, que es el
a´ngulo formado por el eje de rotacio´n de la Tierra y el
plano de traslacio´n alrededor del Sol. Esto implica que
un observador en la superficie de la Tierra a una latitud
φ tendra´ una trayectoria circular con radio r = qs, una
velocidad angular ω y un periodo de rotacio´n T = 2pi
ω
que corresponden a la velocidad angular y al periodo
de rotacio´n terrestre como muestra la Fig.1.As´ı mismo,










Al eliminar h de (1) y (2) se obtiene
ro
r
= tan φtan ǫ. (3)











Figura 2: Corte de la Tierra a latitud φ vista desde
PNT.
invierno vista desde el polo norte terrestre (PNT), se
observa que la zona iluminada es el arco de circunfe-
rencia
⌢
AB con a´ngulo θ y radio r = Aq. Adema´s, la








, lo cual permite expresar con






= tanφ tan ǫ. (4)
Ahora, si se supone que el plano M no rota significati-
vamente al rededor del punto p durante una revolucio´n
terrestre el tiempo de iluminacio´n tD en el solsticio se
puede obtener al calcular el tiempo que un observador
sobre la superficie terrestre tarda en barrer el a´ngulo θ
con velocidad angular ω, siendo ω = θ
tD




cos−1 (tanφ tan ǫ) . (5)
El tiempo tN que el observador permanece en la zona
no iluminada se puede calcular a partir de (5) y es
simplemente tN = T − tD.
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Al tomar como origen de tiempo el solsticio de in-
vierno en el hemisferio norte la traslacio´n de la Tierra
alrededor del Sol se ve reflejada en la rotacio´n del plano
M alrededor del punto p, ver Fig.3. Si se considera el
movimiento de traslacio´n como un MCU con velocidad
angular Ω entonces el planoM girara´ sobre p barriendo
un a´ngulo Ωt a partir de la posicio´n inicial, como mues-









Figura 3: Posicio´n angular del plano M en tiempo t.
es iso´sceles y por lo tanto al usar la suma de a´ngulos
internos se tiene θ = π − 2α, al aplicar el teorema del
seno al tria´ngulo q̂qB se encuentra r sinα = ro cos (Ωt)




cos−1 (tanφ tan ǫ cos (Ωt)) . (6)
Si se considera la traslacio´n de la Tierra alrededor del
Sol como un MCU con Ω << ω, se desprecia la ro-
tacio´n del plano M del frente de onda de la luz solar
y tambie´n se desprecia la refraccio´n de la luz por la
atmo´sfera la ecuacio´n (6) permite estimar el tiempo
de luz solar durante una revolucio´n de la Tierra para
cualquier fecha del an˜o y cualquier latitud.
La ecuacio´n (6) tiene sentido so´lo si se cumple la
condicio´n
|tanφ tan ǫ cos (Ωt)| ≤ 1, (7)
para que pueda evaluarse la funcio´n arcocoseno. Esta
condicio´n demarca la latitud ma´xima φmax que puede
ser evaluada en (6) de acuerdo con el tiempo t transcu-






tan ǫ cos (Ωt)
)
, (8)
que demarca el comienzo de Sol de media noche y la
noche polar, esto sin tomar en cuenta el Leve incre-
mento en el tiempo de iluminacio´n debido a refraccio´n
de la luz y traslacio´n de la Tierra.
3. Correccio´n de tD por traslacio´n y
refraccio´n
Durante una revolucio´n de la Tierra sobre su eje el
planoM no permanece en reposo, como se supuso, sino
que rota un poco alrededor del punto p. En la Fig.4 se
muestra el a´ngulo de la zona iluminada inicial θi, es
decir justo cuando un observador sobre la superficie
terrestre llega al punto A y se muestra tambie´n un
a´ngulo θf de la zona iluminada cuando el mismo ob-
servador justo alcanza el planoM por su otro extremo
en el punto D. De acuerdo con esto el observador ba-
rre un a´ngulo β adicional, que es preciso calcular para
determinar el tiempo adicional de iluminacio´n.
En la Fig.4 se observa la relacio´n entre los a´ngulos
γ, αi y Ωτ
γ + αi +Ωτ = π, (9)
donde el tiempo τ se refiere al tiempo transcurrido des-
de que un observador ligado a la Tierra con latitud φ
coincide con el plano de M en el punto A hasta que
nuevamente coincide en el tiempo t + τ , siendo t el
tiempo transcurrido desde el solsticio de invierno en el
hemisferio norte hasta que observador y plano coinci-
den en el punto D.
Igualmente en la Fig.4 se puede observar tambie´n
que el a´ngulo β adicional que barre el observador esta´
relacionado con los a´ngulos γ y αf mediante
β + γ + αf = π. (10)
Adema´s, de los tria´ngulos q̂AB y q̂CD se encuentran
las relaciones
2αi + θi = π. (11)
2αf + θf = π. (12)






donde θi = θ(t) y θf = θ(t+ τ) con
θ(t) = 2 cos−1 (tan φ tan ǫ cos (Ωt)) . (14)

















Figura 4: Zonas iluminadas al principio y al final de
una fraccio´n de revolucio´n terrestre.
nada cambia de θi a θf lo que implica que un obser-
vador que coincidida con el plano de luz inicialmente
en A barre un arco
⌢
AD y emplea un tiempo τ que se
concreta justo cuando el observador alcanza el plano
de luz en D. De manera que
θi + β = ωτ, (15)
siendo τ el tiempo que el observador esta´ iluminado.
Ahora, como tD el tiempo que el observador esta´ ilu-
minado cuando no se toma en cuenta la pequen˜a tras-
lacio´n que la Tierra sufre mientras hace una revolucio´n
sobre su eje ∆t = τ − τi es el tiempo adicional de ilu-
minacio´n que debe soportar el observador si se toma
en cuenta esta pequen˜a traslacio´n.






En (16) se espera que θf ≈ θi dado que Ω << ω, lo
que sugiere hacer una expansio´n en serie de Taylor de
θ(τ) alrededor de 0 y tomar la aproximacio´n con los
primeros dos te´rminos de la serie, as´ı se obtiene
θf = θi + 2ητ (17)
con
η =
Ωtan ǫ tanφ sin(Ωt)√
1− tan2 ǫ tan2 φ cos2(Ωt)
, (18)
que tambie´n cumple la condicio´n (7) y los te´rminos
de coseno y seno junto con los ordenes de magnitud




Para encontrar la correccio´n por traslacio´n ∆t se
reemplaza la ecuacio´n (17) en (16), obteniendo
τ =
θi
ω − Ω− η
(19)
lo que conduce a
∆t =
(Ω− η) θi
ω (ω − Ω− η)
, (20)
que es la correcio´n por traslacio´n buscada y resulta ser
de ≈ 2m.
De otro lado, se sabe que cuando los rayos de luz
penetran en la atmo´sfera sufren refraccio´n que aumen-
ta el tiempo de iluminacio´n, as´ı en la Fig.2 los rayos
de luz paralelos a la semirecta ps que llegan tanto al
punto A como al B convergen un poco hacia el punto
q. De esta manera un observador comienza a ser ilu-
minado un poco antes de llegar al punto A y sigue un
poco iluminado despue´s de pasar por el punto B. En la
literatura suele tomarse la porcio´n de a´ngulo que ba-
rre un observador bajo los efectos de la luz refractada
como θR ≈ 9, 95 × 10
−3rad [14, 17]. De lo anterior se
entiende que este feno´meno genera un tiempo adicional
de iluminacio´n dado por 2θR
ω
, que es aproximadamente
4m5s.
De acuerdo con las anteriores consideraciones la










4. Modelo vs resultados nume´ricos
De los datos nume´ricos ofrecidos por la simulacio´n
de la Geoscience Australia Agency puede obtenerse re-
sultados que calculan el tiempo que un observador per-
manece iluminado durante una revolucio´n de la Tierra.
Los aspectos ma´s relevantes para la confrontacio´n del
modelo anal´ıtico que toma en cuenta el modelo nu´me-
rico de Geoscience Australia Agency son la trayectoria
el´ıptica de la Tierra alrededor del Sol y la refraccio´n
esta´ndar de la luz debida a la atmo´sfera [17].
En la Fig. (5) se muestra el tiempo de iluminacio´n
tD en minutos como funcio´n del tiempo t transcurrido
en d´ıas desde el comienzo del solsticio de verano de
2009 hasta justo el comienzo del solsticio de verano


























































Figura 5: Modelo anal´ıtico con MCU vs simulacio´n pa-
ra φ = 30o y ǫ = 23,5o entre el 21 de junio de 2009 y
el 21 de junio de 2010.
obtenidos con la simulacio´n y el modelo anal´ıtico desde
mediados de febrero hasta los primeros d´ıas de octubre
e´poca del an˜o en la cual la Tierra esta´ ceca al perihelio,
que ocurre aproximadamente el 4 de enero [18]. Por el
contrario se observa un buen acuerdo entre mediados
de octubre y los primeros d´ıas de febrero e´poca del
an˜o en que la Tierra esta´ cerca a su afelio, que ocurre
aproximadamente el 4 de julio [19]. La tercera ley de
Kepler implica que cuando la Tierra se encuentra en el
perihelio su rapidez es mayor que cuando se encuentra
en el afelio lo que trae como consecuencia que el tiempo
adicional de iluminacio´n por incremento de traslacio´n
aumente ya que el plano M de la Fig.1 se mueve ma´s
ra´pido sobre el punto q y por tanto un observador sobre
la Tierra tarda ma´s tiempo en alcanzar el plano de luz
solar. Por el contrario cuando la Tierra se encuentra en
el afelio el plano M se mueve ma´s lento produciendo
que el tiempo adicional de iluminacio´n por traslacio´n
sea menor. Consecuentemente en cecanias del perihelio
la simulacio´n muestra resultados alejados del modelo
anal´ıtico de trayectoria circular que corresponde a unos
≈ 12,5m que trae consigo un error relativo porcentual
de ≈ 1,6%.
De otro lado la Fig. (6) muestra en el solsticio de
invierno el tiempo de iluminacio´n para diferentes lati-
tudes, se observa un muy buen acuerdo entre el modelo
simulado y el modelo anal´ıtico.
Diversas comparaciones entre el modelo anal´ıtico y
la simulacio´n arrojan resultados similares. As´ı, el mo-


























Figura 6: Modelo anal´ıtico con MCU vs modelo nume´-
rico para el solsticio de invierno en el hemisferio norte.
mecanismo f´ısico de explicacio´n al tiempo de ilumina-
cio´n solar en cualquier tiempo del an˜o y en cualquier
lugar de la Tierra.
5. Algunas sugerencias dida´cticas
De acuerdo con los resultados obtenidos la ecuacio´n
(21) permite estimar el tiempo de iluminacio´n para una
fecha particular del an˜o y para un lugar particular en
la Tierra caracterizado por su latitud, tomando correc-
ciones por refraccio´n y traslacio´n. Con este resultado
es posible atacar problemas de la vida cotidiana tales
como la estimacio´n del tiempo de iluminacio´n solar en
un pa´ıs particular; apoyar una explicacio´n f´ısica cuan-
titativa de las estaciones del an˜o; ofrecer un espacio
para conceptualizar el MCU ejemplificando a trave´s
de los movimientos de traslacio´n y rotacio´n de la Tie-
rra; usar esquemas como el mostrado en la Fig.3 para
plantear una discusio´n sobre la refraccio´n de la luz por
la atmo´sfera; discutir los feno´menos del Sol de media
noche y la noche polar, en tre otros. As´ı mismo, se pue-
den plantear situaciones en las cuales dada una fecha
particular del an˜o se pregunta por la duracio´n de la
iluminacio´n en diferentes pa´ıses y ofrecer explicacio´n
f´ısica de las diferencias presentadas. Resulta particu-
larmente interesante usar el modelo para estimar la
fecha de inicio de los d´ıas y noches polares, para es-
to es necesario realizar ana´lisis gra´fico de la ecuacio´n
(8) que muestra la ma´xima latitud φmax que es posible
evaluar en las ecuaciones (5) y (21) como funcio´n del
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Figura 7: Latitud para el Sol de media noche y la no-
che polar con el transcurso del an˜o sin correciones por
refraccio´n ni traslacio´n.
la Tierra donde comienza el sol de media noche o la
noche polar.
En la Fig.7 se muestra la evolucio´n de la latitud ma´-
xima con el transcurso del an˜o para los hemisferios
norte y sur, as´ı por arriba de la l´ınea de puntos oscu-
ros habra´ latitudes que esta´n en noche polar para una
fecha determinada del an˜o y por debajo de la l´ınea de
puntos claros habra´ latitudes en las cuales habra´ d´ıa
polar.
Adema´s, el modelo puede usarse para estudiar al-
gunos aspectos referidos a la iluminacio´n de planetas
tonto en el sistema solar como en otros sistemas sola-
res.
6. Conclusiones
Se demostro´ que es posible formular un modelo ana-
l´ıtico con base en la hipotesis de un MCU de la Tierra
alrededor del Sol que permite estimar el tiempo de ilu-
minacio´n para un tiempo cualquiera despue´s del sols-
ticio de invierno en el hemisferio norte a cualquier lati-
tud, que concuerda bien con el modelo nume´rico de la
Geoscience Australia Agency y se realizaron correccio-
nes por traslacio´n y refraccio´n siendo respectivamente
de ≈ 2m y de ≈ 4m5s, el modelo brinda un escenario
rico en feno´menos terrestres relacionados con la astro-
nomı´a que permiten estudiar algunos aspectos de la
f´ısica ba´sica. Queda como problema sugerido aplicar
el modelo a planetas extrasolares con diversas caracte-
r´ısticas para estudiar diferentes aspectos relacionados
con el tiempo de iluminacio´n sobre sus superficies.
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